Projection solenoidale du champ de vorticité par
décomposition de Helmholtz en dimension 3

L’algorithme de la méthode de projection est basé sur la décomposition de
Helmholtz selon laquelle tout champ de vecteur peut se décomposer en deux
parties : une partie solenoidale (ie, a divergence nulle) et une partie irrotationelle
s’exprimant comme le gradient d’un potentiel scalaire :

W = Wgol + Wirr = Wsol + Vr (1)
V * Wsol = 0 (2)
V x Wirr = 0 (3)

Ici, on applique la méthode de projection solenoidale au champ de vorticité
w afin de garantir la divergence nulle de ce champ tout au long de la résolution
des équations de Navier-Stokes. L’algorithme se déroule en deux étapes. Tout
d’abord, une vorticité intermédiaire non solénoidale @ est calculée, puis dans
un second temps le gradient du potentiel scalaire 7 est utilisé pour projeter
la vorticité sur I'espace des champs de vorticité & divergence nulle. Le champ
de vorticité & divergence nulle est donc obtenu en soustrayant a la vorticité
intermédiaire sa partie irrotationnelle :

Wsol = w— Wirr (4)

< Wgol =w — VT (5)

La résolution de cette équation se fait en prenant sa divergence :
div(wsol) = div(®) — Ax (6)
or div(wsge1) = 0 donc :
div(®) —Am =0 (7)

On obtient alors ’équation de Poisson suivante (pour des raisons de simplifica-
tion d’écriture, la notation * a été supprimée):

Ar = div(w) (8)

Pour résoudre cette équation on se place dans l'espace des fréquences en
calculant sa transformée de Fourier :
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An = div(w) 9)
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D’aprés I’équation (5) on a :
W =G =@ — Vm (14)
Wy =@y — Vg, 1<k<3 (15)
or ﬂk = i€, T, , ainsi on obtient :
W= — i€y = (16)
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Un critére de reprojection peut-étre donné par :
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avec ¢ une constante fixée inférieure a 1, de ’ordre de 1-10%.
Remarque :
Calculer le rotationnel de u (c’est & dire calculer la vorticité & partir du

champ de vitesse) revient a projeter la vorticité dans l’espace des champs a
divergence nulle.



Proof. L’équation de Poisson sur la vitesse est donnée par :
Au=-VXw

ainsi, en passant dans ’espace des fréquences on obtient :
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c’est a dire : 1
u= (i€ x W)
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Par conséquent
w=Vxu
=€ xu

donc d’aprés 1’égalité du double produit vectoriel

ax (bxc)=(a-c)b—(a-b)c,

on
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= Weol d’aprés I’équation

Par conséquent 1’égalité suivante est vérifiée :
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