Correction de vitesse pour la modélisation d’un écoulement
incompressible dans une boite

Lors de la résolution de I’équation de Poisson Au = —Vw, le mode 0 des transformées de Fourier
rapides de la vitesse est imposé & 0, ce qui entraine une modification des valeurs moyennes des
composantes de la vitesse et donc des composantes de la vitesse elles-mémes lorsque la transformée
de Fourier inverse est appliquée. Une correction de la vitesse est donc nécessaire apres la résolution
de I’équation de Poisson, & chaque itération.

On introduit la notation suivante pour exprimer la vitesse corrigée :

u=u+1u (1)

ol u désigne la vitesse en sortie de FFT et ou U dénote la moyenne en espace de la vitesse, que
I’on cherche ici & déterminer. L’écoulement s’effectue dans la direction z et la vitesse est initialisée
en posant u(t = 0) = (ug, Uy, Uz) = (U0, 0, 0).

Ju, Ou, Ouy,
U, est un flux constant en espace, par conséquent 3 Z = 5 Z = 3 T = 0. Ainsi le champ de
x Y z

vorticité moyen en espace est donné en 2D par :
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et en 3D par :
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La correction de la vitesse se fait par réajustement du débit a I’entrée du domaine de calcul.
Cette correction est développée ci-dessous composante par composante tout d’abord en 2D puis
sera étendue au cas 3D.

2D

Correction de y:

On note B le coté correspondant au bord d’entrée du domaine de calcul. En partant de la



décomposition [T on a alors :

/uxdy - /@dy +/@dy
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ot L, dénote la longueur du coté B. Or le débit que ’on souhaite imposer & I’entrée du domaine

est égal & uoo Ly et donc :
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Up = Ugp + Uso —
Y

Correction de u,:

1, est un flux invariant en y.

9)

En effet, la vitesse est a divergence nulle, donc la moyenne en espace de la vitesse 'est également
et ainsi 0,z + Oyy = 0. Or T, est un flux constant en espace, par conséquent on a bien 9y, = 0

(invariance de @y en y).

1, est donc un flux variant en x et d’apreés la relation@ on a 1, = W -+ ¢, avec ¢ une constante.

Ainsi :

/uydy = /uNydy Jr/w:cder/cdy
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Or ici le débit souhaité est égal a 0. Donc :

0= /ﬂ; dy +wxoLy + Lyc
B
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et donc :
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Uy = Uy + WT — WL — 7
Y

ol xg dénote la coordonnée dans la direction x du bord d’entrée du domaine de
3D

Correction de uy:

(10)

(13)

calcul.



On note S la surface correspondant au bord d’entrée du domaine de calcul. En partant de la
décomposition |If on a alors :

//um dydz = //17; dyder//@ dydz (14)
s s s
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et donc :
_ débit calculé
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Correction de u,:

D’aprés la relation [5| on a u, = W,z + ¢ avec ¢ une constante. D’aprés [1] on obtient donc que
Uy = Uy + wyx + c. Ainsi,

//uyddeZ//@dydz—F//cszdydz+//cdydz (17)
s g s g

— // uy dydz = //@ dydz+ @, voLyLz + cLyL, (18)
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ou xg désigne la coordonnée dans la direction x de la surface d’entrée S du domaine de calcul.

D débit souhaité  débit calculé _
onc c¢= - —W, X
L,L. L,L. 0

Or le débit souhaité est égal a 0, par conséquent :

TR débit calculé (19)
Uy = Uy + W& — ————— — W, Xg
Yy Yy z LyLz z
Correction de u,:
Sur le méme principe on a d’aprés la relation@que U, = —WyT+c avec ¢ une constante. D’aprés

on obtient donc que u, = u; + wyx + ¢. Ainsi en procédant de méme que pour u, on obtient :

[[ iz dydz
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Remarque :

Dans le cadre d’un écoulement autour d'un cylindre (2D) ou d’une sphére (3D), on peut égale-
ment choisir I’écoulement potentiel comme condition initiale de I’écoulement.

Par décomposition de Helmholtz on a:

u=V x9y+Ve (21)



ou la fonction courant v et le potentiel scalaire ¢ vérifient les propriétés suivantes :

div () =0, VxV¢=0 (22)
Donc si I’écoulement est potentiel, c’est & dire irrotationnel, alors :
u=Vo (23)

et en 2D, la fonction courant et le potentiel scalaire sont liés par la relation suivante :

9 0y 0¢ _ 0Y
dr oy Oy Oz (24)
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Ainsi Uy = 87 et Uy = _67
Y €T

La fonction courant associée a un écoulement potentiel 2D autour d’un cylindre de rayon R est
exprimée de la fagon suivante :

R2
V= ey (1 - (x—z20)?+(y— yc)2> (25)

avec (z¢,yc) les coordonnées du centre du cylindre dans le repére cartésien du domaine de
calcul.

Ainsi I'expression du débit souhaité, intervenant dans ’équation [§] est désormais donnée par :

Jurdy =[50 ay=11n = [ (1 i ) e
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En 3D, il est pratique d’exprimer le potentiel d’un écoulement autour d’une sphére de rayon R
dans un systéme de coordonnées sphériques (r, 6, ), dans lequel 'angle dans la direction azimutale
0 est mesuré a partir de la direction de I’écoulement. Dans ce systéme de coordonnées, le potentiel
est indépendant de ’angle méridional ¢ et est donné par :

RS
= — Uy 0 | 1+ — 27
10} urcos<+2r3) (27)
Ainsi, les composantes de la vitesse dans les directions r et 6 sont les suivantes:

3
Uy = % = —UoC080 <1 — 1:;) (28)

19¢ . R3
Uy = ;% = ’LLOOSIHG <]. + 27"3) (29)

Dans un systéme de coordonnées cartésiennes, on obtient donc :

Q%Zﬂ%xQ_RU (30)

r 73
UoolY R3
u, =0 (32)

our = \/(x —x5)2 4+ (y —ys)? + (z — z5)?, avec (zs,ys, zs5) les coordonnées du centre de la
sphére dans le repére cartésien du domaine de calcul.

Ainsi I'expression du débit souhaité, intervenant dans 1'équation [I5] est désormais donnée par:
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